He inrich Birger

Niherungsprozesse und reelle Zahlen

1. Warum Analysis?

Wozu wird Analysis an allgemeinbildenden hdheren Schulen
unterrichtet? Welche Ziele kann ein Unterricht in Analysis
verfolgen? Zwei Gesichtspunkte scheinen hier bedeutungsvoll

zu gein:

1. Im Analysisunterricht kann eine Auseinandersetzung mit Be-
griffen wie "unbegrenzt ndhern" oder "ynendlich Xlein” und mit
dem Begriff der irrationalen 7ahlen erfolgen. Diese Begriffe haben
in der realen Welt keine Entsprechung und konnen als Schopfungen
des menschlichen Geistes angesehen werden. Zumindest seit der
Antike haben sich Menschen mit der Problematik dieser Begriffe
béschéftigt und auf verschiedene Weisen versucht, sie zu prizi-
gieren. Eine Auseinandarsetzung der Schiller mit diesen Themen
kann sowohl als ein kulturgeschichtlicher und philosophischer
Beitrag des Mathematikunterrichtes, als auch als ein Beitrag 2zu
einem allgemeinen Lernziel nexaktes Arbeiten, Argumentieren”

angesehen werden. (Man vergleiche nyp.

2. Die Analysis, insbesondere die Differential- und die Integral-
rechnung, liefert Werkzeuge zur Behandlung vieler inner- und
auBermathematischer Probleme. Die Varmittlung grundlegender Techniken
und Einsichten, die fiir solche Anwendungen (auch auBerhalb des
Mathematikunterrichtes) notwendig erscheinen, gollte daher ein Ziel
des Analysisunterrichts sein. Dariiber hinaus kann die Beschiédftigung
von Schiilern mit Problemen, zu deren Losung Methoden der Analysis
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herangezogen werden kdnnen, einergeits

Beitrdge zu dem allgemeinen Lernziel "Produktives Arbeiten"
andererseits Beitridge zu dem allgemeinen Lernziel " Anwenden von
Mathematik" liefern.

Welchen Zweck haben solche Betrachtungen, wie sie hier angestellt
werden? Die Klarung der Frage "Warum wird ein bestimmtes Thema
unterrichtet?" ist eine Voraussetzung fir die Untersuchung der
Frage " Wie kann dieses Thema unterrichtet werden?"

Dariiber hinais kann eine Analyse eines vorgegebenen Lehrgangs im
Hinblick auf damit verbundene Zielsetzungen klidren, ob dieser
Lehrgang wirklich sich an den Zielsetzungen orientiert, oder ob
vielleicht Teile des Lehrgangs diesen Zielen nicht dienlich und
damit entbehrlich sind. Durch solche Analysen konnen sich somit
Mdglichkeiten fur Stoffreduktionen ergebesn, sodaB der sténdig
beklagten "Stoffliberlastung" im Mathematikunterricht entgegenge-

wirkt werden kann.

Im folgenden wird num die durch den Lehrplan fir die sechste

Xlasse der allgemeinbildenden hdheren Schulen (zehnte Schulstufe)
vorgeschriebene Behandlung von Zahlenfolgen und des Grenzwertes

von Zahlenfolgen, die als erste BEinfilhrung in die Analysis ange-
gehen werden kann, nach einigen didaktischen Gesichtspunkten, vor
allem im Hinblick auf mOgliche Zielsetzungen und deren Realisierung
untersucht. Anschlieflend wird eine andere Moglichkeit zur Hin-
fihrung 2zu Begriffen wie " unbegrenzt ndhern” und zum Begriff der
irrationalen Zahlen sowie zur Pridzisierung dieser Begriffe auf-

gezeigt.

2. Analyse der Binfilhrung in die Analysis mit Hilfe von Zahlen-

folgen.

Bei der Behandlung der Zahlenfolgen treten in Osterreichischen
Lehrbuchern ([27,[3],([4]) folgende Einzelthemen auf:

-~ Definition von Zahlenfolgen als Funktionen mit der Definitions-
menge N.
- Arithmetische und geometrische Folgen und Reihen.




- Monotonie wvon Folgen.
~ Schranken wvon Folgen. i
- Hiufungswerte. |
- Definition des Grenzwertes einer Zahlenfolge.

- Sitze uber die Grenzwerte einer Summe,einer Differenz,eines

Produktes und eines Quotienten konvergenter Folgen.
- Konvergenz von beschrinkten monotonen Folgen.
— Intervallschachtelungen zur Beschreibung der Vollstédndigkeit

e

von R. i
~ Anwendung der Grenzwertdefinition bei der Herleitung der
Formeln fiir den Umfang und den Inhalt des Kreises.
- Nachweis der Existenz von Wurzeln mit Hilfe der Vollstdndigkeit
von R.

7u erwihnen ist noch, daB die Eigenschaften von Zahlenfolgen vor-

wiegend an Beispielen der Art n»%%f%, also an rationalen Folgen

demonstriert werden.

Welche Ziele des Analysisunterrichts kénnen durch die Behandlung
dieser Themen verfolgt werden? Denkbar sind folgende Ziele:

(1) Vertrautwerden mit Begriffen wie "unbegrenzt ndhern" oder
"Grenzwert" auf intuitivem Niveau.
(2) Kennenlerren einer Pri#zisierung solcher Begriffe, etwa durch
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die Definition des Grenzwertes einer Zahlenfolge.

(3) Arbeiten mit einer solchen Definition zur Begrindung mathema-
tischer Aussagen, Z.B. zur Begriindung der Formeln Uber den §
Kreisumfang und den Kreisinhalt,

(4) Thematisieren der Vollstidndigkelt dar Menge der reellen Zahlen,
d.n. es wird etwa festgestellt, daB die Menge der reellen Zahlen,
die folgende charakteristische Eigenschaft hat (die die Menge
der rationalen Zahlen nicht besitzt):

Zu jeder Folge von Intervallen < (a1,b1],[az,b2],£a3,b3],...>

mit (a1J%'];[a2,b2] 2[a3,b3] 2... und Jim (b -a ) = O gibt es

genau eine Zahl x, sodaB x € [an,bn] fiir alle neN ist. (Inter-

vallschachtelungsaxiom).




(5) Arbeiten mit der Vollstédndigkeitseigenschaft der reellen
Zahlen zur Begriindung mathematischer Aussagen, z.B. Be-
grinden der Existenz von Wurzeln mit dem Intervallschach-
telungsaxiom.

RBin weiteres Ziel der Behandlung des Grenzwertes von Zahlenfolgen
kann die Bereitstellung von Mitteln zur Fundierung weiterer Be-
griffe der Analysis sein, insbesondere des Grenzwertes von Funktionen,
die iber R definiert sind, mit Hilfe des Grenzwertes von Zahlen-
folgen. In keinem der Osterreichischen Schulbiicher werden aber
7ahlenfolgen dazu verwendet, d.h. dieses Ziel wird nicht ange-

gtrebt. Damit ist auch die Behandlung der Sdtze ilber Summe, Differenz,
Produkt und Quotient wvon konvergenten Zahlenfolgen entbehrlich.

Diege Sitze werden oft nur dazu herangezogen, um Grenzwerte von
rationalen Folgen zu bestimmen, etwa nach dem Muster:

,,3 lim 2 + lim 2
lin 225 = lin —f- = D22 o= o 5 =3
Nn-w N~ 4-5 lim 4 - 1lim ﬁ

N> n-o
Solche Grenzwertbestimmungen sind im allgemeinen bedeutungslos und
dienen snscheinend nur zur Illustration dieser Sdtze.

In welchem AusmaB und in welcher Art ist nun eine Beshandlung cer obigen
Binzelthemen zum Kapitel Zahlenfolgen im Hinblick auf die Ziele
(1) - {5) zweckmiB8ig? ‘

@i dag Ziel {1), dem Vertrautwerden mit Grenzprozessen, genigen
vornutlich ralabiv wenige Beispiele, bei denen das Konvergenz-

bzw. Divergenzverhalten durch Berechnen von Gliedern ait hoher
Gtellenzahl (allenfalls unter Anwendung des Tagchenrechners) oder
durch anschauliche Darstellung demonstriert wird. Sehr illustrative
VYeranschaulichungen ktnnen hier durch geometrische Reihen erfolgen.




- 10 -

(Dabei ist allerdings 2zu beachten, daB schwierige Aufgaben eine
gtarke Konzentration der Schiller auf die Losung der Aufgabe,
allenfalls auf technische Details, erfordern, und damit vom eigent-
lichen Ziele, dem intuitiven Erfassen des Grenzwertes ablenken,

ja dies sogar als unwesentlich erscheinen lassen.) Die meisten

der angefilhrten Einzelthemen und Aufgaben, die in dsterreichischen
Lehrbiichern behandelt werden, sind im Hinblick auf dieses Ziel

(1) entbehrlich. "

Akzeptiert man das Ziel (2), ndmlich Begriffe wie "sich unbegrenzt
nihern" oder "Grenzwert einer Zahlenfolge" durch Umgleichungen

und unter Verwendung der Quantoren " fiir alle" und "es gibt"

in eine bereits bekannten Sprache prézisé zu beschreiben, dann
genligt dazu schon eine Erarbeitung einer Definition des Grenz-
wertes einer Zahlenfolge durch die Jehiiler. Als unmittelbares
Lernziel ist dabei nicht eine bloBe Kenntnis dieser Definition
anzustreben, sondern es sollen die Schiiler auch damit Vorstellungen
verbinden, die eine Rekonstruktion dieser Definition ermdglichen.
Dariiber hinaus erscheinen auch Aufgaben gerechtfertigt, in denen
Grenzwerte von rationalen Folgen oder auch von geometrischen Folgen,
‘die auf intuitivem Wege ermittelt wurden, durch Anwendung diesger
Definition bestdtigt werden. Das Verstindnis fir diese Definition
lann dadurch und durch Beweise der Divergenz von Folgen mit

Hilfe der Definition noch vertieft werden. Solche Divergenz-
nachweise kdnnen auch als ein Beitrag zu einem Lernziel "Logisches

JchlieBen" angesehen werden.

Will man Anwendungen dieser Definition demonstrieren, so kann
man dem Ziel (3) entsprechend, diese Definition zur Begriindung
mathematischer Aussagen heranziehen und etwa die Formeln fiur

den Kreisumfang und den Kreisinhalt herleiten (Durchfithrung dieser
Herleitungen in [47). Allerdings sind solche Herleitungen teil-
weise schwierig und erfordern doch einige Stunden an Unterrichts-
zeit, werden also vielfach nicht oder nur andeutungsweise durch-

fihrbar =ein.
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Die Thematisierung der Vollstidndigkeit (Ziel (4)) und die damit
verbundene Fegtistellung, daB fir reelle Zahlen die Gultigkeit

des Intervallschachtelungsaxioms vorausgesetzt wird, ist an

und fiir aich unéchwierig und in kurzer Zeit zu behandeln. Dazu
aul nicht einmal eine Definition des Grenzwertes ven Zahlenfolgen
vorausgesetzt werden, sondern dazu reicht ein intuitiver Grenz-
wertbegriff. Das bedeutet, daf dafir nur minimale Kenntnisse

iiber Zahlenfolgen notwendig sind. Ahnliches trifft auch fiir den
Nachweis der Existenz von Wurzeln zu (in [4] durchgefiihrt), der
dem Ziel (5) entsprechend durchgefihrt werden kann.

Aus den bisherigen Ausfilhrungen ergibt sich, daf im Hinblick

auf die Ziele (1) bis (5) nicht alle der angefiihrten Einzelthemen,
die in ¢sterreichischen Lehrblichern aufscheinen, behandelt werden
niBten. Beispielsweise gtehen die (im Lehrplan vorgeschriebenen)
Themen "lMonotonie von Zahlenfolgen" und "Schranken von Zahlen-

- folgen" vielfach ohne Beziehung zu Grenzprozessen und es ist nicht
einzusehen, welchem Zweck zahlreiche Aufgaben zur Unter-
guchung des Monotonieverhaltens von Folgen und zum Nachweis von
Schranken von Folgen dienen sollen. Auf die Entbehrlichkeit der
Jdtze iber Grenzwerte wvon Summen, Produkten usw. wurde bereits
hingewiesen. Die Untersuchung der Einfilhrung in die Analyasis

mit Hilfe von Zahlenfolgen in der in Schulbiichern meist iiblichen
Form soll noch durch die folgenden Fegtstellungen erginsgd werden.

Die in der Schule in erster Linie verwendeten rationalen Folgen
und auch geometrische Folgen haben rationale Grenzwerte, sofern
nicht bei rationalen Folgen schon irrationale Zahlen als Glieder
guftreten. Dag Problem der Irrationalitdt gtellt sich bel diesen
‘olgen nicht, Irrationale Grenzwerte wvon Folgen mit rationalen
Gliedern treften etwa auf, wenn man Folgen von Ndherungswerten
fiir Wurzeln betrachtet. SDolche Folgen sind aber nicht durch
rationale Terme darstellbar, die Grenzwertdefinition kann nicht

unmittelbar angewendet werden. Auch bei rekursivdefinierten g
.n X
ntt T T 2 0

Folgen, wie sie etwa durch die Heronsche Formel x
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zur Bestimmung von Va geliefert werden, stddt die Anwendung der
Grenzwertdefinition auf Schwierigkeiten.

Bei der besprochenen Einfiilhrung in die Analysis gehen der Behandlung
der Probleme der Irrationalitdt, der Existenz und der Bestimmung

von Wurzeln ebenso wie der Behandlung des Problems der Krel sberechnung

im allgemeinen 2ine Reihe von theoretischen Uberlegungen voraus,

die zunichst keine Anwendung finden. Die beiden klassischen Probleme
der Irrationalitdt, ndmlich Wurzelberechnung und Kreisberechnung,
sind dsher -wenn gie lberhaupt im Zusammenhang mit der Prdzisierung
des Grenzwertes von Zahlenfolgen behandelt werden- sicherlich nicht
mehr motivierend fiir die Einfithrung in die Analysis und fir die
Behandlung der Zahlenfolgen selbst.

%, Ndherungsprozesse als Einfihrung in die Analysis

Im folgenden soll nun dargelegt werden, wie man von den Problemen
der né’.herungsweisen Berechnung von Wurzeln und der niherungsweisen
Berechnung von Nullstellen von Polynomfunktionen ausgehend, zu einer
Prizisierung des "unbegrenzten Niherns" an eine Zahl gelangen kann.

Ausgangspunkt kann etwa die Aufgabe sein, eine Zahl x > O zu be-
stimmen, sodaB x2= 2 ist. Je nachdem, zu welchem Zeitpunkt und in
welchem Zusammenhang man diese Frage stellt, werden Schiller die
Existenz einer solchen Zahl bezweifeln oder nicht.

Stellt man etwa diese Frage in der dritten Klasse der allgemein-
bildenden hoheren Schulen, also in der giebenten Schulstufe, ohne
anschaulichen Zusammenhang, so wird die Existenz einer solchen Zahl
fiir einen Schiller nicht selbstverstdndlich sein, da er keine Zahl
angeben kann, deren Quadrat 2 ist. Er kann nur Zahlen angeben, deren
Quadrate in der Ndhe von 2 sind. Am Beispiel 1,41 . 1,41 kann demon -
striert werden, daB das Quadrat einer endlichen Dezimalzahl nicht

2 sein kann. Denn so wie 1,41 . 1,41 eine Dezimalzahl mit 4 Nach-
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xommastellen sein muB3, die an der letzten Stelle die Ziffer 1 hat,
so ist das Quadrat jeder n-stelligen Dezimalzahl x eine Dezimal-
zahl mit 2n Nachkommastellen, deren letzte Ziffer nicht O sein
kann, da diese Ziffer aus dem Quadrat der letzten Nachkommastelle
von x gewonnen wird. Ebenso ist am Beispiel von %%% . %%% zu er-
xennen, daB das Produkt zweier Briiche, die vollstandig gekirzt
sind, ein Bruch ist, der selbst nicht mehr kirzbar ist und daher

nicht gleich 2 sein kann.

3tellt man die Aufgabe, eine Zahl x zu bestimmen, sodaB x2 = 2 ist,
im Zusammenhang mit der Berechnung der Lidnge der Diagonale eines
Quadrates mit der Seitenlédnge 1, dann wird an der Exigtenz von x
zunichst kaum ein Zweifel bestehen, da man an der Existenz der
Diagonale dieses Quadrates nicht zweifelt. Bei genauerer Betrachtung
zeigt sich auch hier das Existenzproblem von V2: Mit der Existenz
der Diagonale ist n#mlich noch nicht gesichert, daB man dieser
Diagonale auch eine MaBzahl als Ldnge zuordnen kann. Denn auch bei
noch so feiner dezimaler Unterteilung der Einheitsstrecke kann man
die Diagonale mit der Einheitsstrecke und deren Teilen (in endlich
‘vielen Schritten) nicht ausmessen.

Eine allfallige Frage nach der Losbarkeit von 12 = 2 kann in der
siebenten Schulstufe vorliufig auf folgende Weise beantwortet
werden: Man kann die Schiiler daran erinnern, daB fir sie in der
fiinften Schulstufe die Gleichung x + 5 = 3 unldsbar war, weil es
keine natiirliche Zahl x gibt, fiir die diese Gleichung gilt, und
weil gsie nur die natirlichen Zahlen kannten. Es gibt aber eine

die Menge N umfassende Menge, ndmlich die Menge Z der ganzen
Zahlen, die eine Losung von x + 5 = 3 enthdlt. Ebenso ist es
denkbar, daB es eine die Menge 0O der rationalen Zahlen umfassende
Menge gibt, die eine Zahl x mit x2 = 2 enthdlt. Es ist nun zweck-
miBig, anzunehmen, bzw. vorauszusetzen, daB es eine solche Menge
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gibt, eine Menge,die man als Menge der reellen Zahlen bezeichnet.
Erst durch diese Annahme ist es mdglich, jeder Strecke eine
IingenmaBzahl zuzuordnen.

Welche Bedeutung "es gibt eine Menge der reellen Zahlen" in
diesem Zusammenhang fir die Schiiler hat, kann nicht ausgesagt
warden. Moglicherweise bedeutet "es gibt ein Objekt" fiir einen
Schiler, daB er dieses Objekt "kennt" oder daB eine andere
Person es kennt oder dafl die Moglichkeit besteht, daB er es
noch kennenlernen kann. Sicherlich fithrt der Umgang mit Wurzeln
und anderen irrationalen Zahlen,insbesondere bei geometrischen
Berechnungen, dazu, daB die Zweifel an der Existenz von Wurzeln
und von irrationalen Zahlen bald schwinden, sofern sie iiber-
haupt bestanden haben sollten. In der zehnten Schulstufe (sechste
Klasse) ist daher die Existenz von Wurzeln fiir Schiiler im all-

gemeinen unproblematisch.

Im folgenden s0l1] davon ausgegangen werden, daB fiir die 3chiiler
eine LGsung von x2 = 2 existiert bzaw., daB diese Existenz vor-
ausgesetzt wird. Dann kann man von unteren und oberen Nzherungs-—
werten fir V2 sprechen und die Frage nach der Genauigkeit der
Bestimmung von Y2 durch solche Nzherungswerte stellen. Man kann
dazu definieren:

Eine Zahl z ist mit der Genauigkeit ¢ (¢ >0) bestimmt, wenn
es einen unteren Ndherungswert a und einen oberen Ndherungs-—
wert b gibt, sodall b-a< ¢ ist.

Beispielsweise kann {2 mit der Genauigkeit 0,001 bestimmt
werden, weil a = 1,4142 und b = 1,4143 untere bzw. obere
Ndherungswerte sind, fir die b-a < 0,001 gilt.

Man erkennt leicht, dafB zu jedem € >0 durch systematisches
Probieren zwei (endliche) Dezimalzahlen a und b bestimmt
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werden konnen, sodal a2 < 2 f?b2 und b - a € ¢ ist. Die Zahl |2
kann also mit jeder Genauigkeit ¢>O0 wund somit "unbegrenzt
genau" bestimmt werden.

Auf shnliche Weise kodnnen nicht nur Wurzeln, sonder auch Null-
stellen von Polynomen und damit Ldosungen von Gleichungen n-ten
Grades mit vorgegebener Genauigkeit berechnet werden. Beispiels-
weige findet man durch systematisches Probieren, daB fiir die
funktion £ mit f(x) = X2 x = 1 gilt:

f(1) <0 < £(2)

£(1,3) <0 < £(1,4)

£(1,32) <0 < £(1,33)

£(1,3%24) <0 < £(1,325)

® 0 86 60 60 00 08 85806 06006000600 49090600

Daraus erkennt man, daB8 eine zwischen O und 1 liegende Null-
gtelle von f, deren Existenz vorlaufig angenommen werden soll ,
mit jeder gewiinschten Genauigkeit, also "unbegrenzt genau" be-

rechnet werden kann.

An solche Beispiele kann nun die folgende Definition angeschlossen

werden:

Eine Zahl z wird mit unbegrenzter Genauigkeit festgelegt,
wenn es zu jeder Zahl e >0 eine Zahl a und eine Zahl b gibt, %
sodaB gilt: a<z<b und b-a<e.

Damit erfolgt eine Prizisierung des Begriffes "unbegrenzt genau"
mit Hilfe von Ungleichungen und Quantoren. Der Zugang zu dieser
Definition ist relativ einfach. Die Definition selbst ist ein- ‘ i
facher als die Definition des Folgengrenzwertes, weil sie nur @

zwel Quantoren enthidlt.
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Arzinzend konnen noch weitere Begriffe definiert werden. So kann
man beispielsweise eine Menge A von unteren Niherungswerten und
eine Menge B von oberen Naherungswerten einer Zahl z (bzw. die
Restimmung dieser Mengen) als eine zweiseitige Niherung (bzw. als

zweiseitiges Naherungsverfahren) bezeichnen. Eine solche zweiseitige
Ndiherung kann man als konvergen% mit dem Grenzwert z oder als Eig—
grenzung von z bezeichnen, wenn die Zahl z durch diese Mengen mit
unbegrenzter Genauigkeit festgelegt wird, d.h. wenn also flir alle
ae¢A und flir alle beB die Beziehung - a<z <b gilt und wenn zu
jedem ¢ >0 ein a € A und ein b € B existiert, sodaB b - a < ¢ ist.

4. Beschreibung der Vollstindigkeit der Menge der reellen Zahlen

durch zweigeitige Naherungen.

In der sechsten Klasse wird hdufig bewiesen, daB die Gleichung

x2 = 2 keine rationale Losung hat. Damit kann neuerlich die Frage
nach der Existenz einer Losung dieser Gleichung bzw. nach der
Existenz einer Zahlenmenge, die eine solche Losung enthdlt, auf-
geworfen werden. Auch bei der Bestimmung einer Nullstelle der
Funktion f mit f(x) = X0- x = 1 ist die Existenz einer Nullstelle
durchaus nicht gesichert, wenn auch diese Existenz vorerst un-
zweifelhaft erscheint, wenn man den Graphen von f zeichnet. Doch
haften einer solchen Zeichnung zwei Mingel an: Einmal werden nur
ginzelne Punkte des Graphen berechnet, z.B. die Punkte (1 / -1)
und (2 / 4), und diese Punkte werden durch eine Xurve verbunden,
d.h. man schlieBt aus der Lage von zwei Punkten auf die Lage aller
dazwigchen liegenden (also unendlich vieler) Punkte. Zum zweiten
gollte den Schiilern klar sein, daBl geometrische Objekte, wie
Punkte oder Geraden,durch Zeichnungen nur mangelhaft wiedergegeben
werden (Punkte werden etwa durch kleine Scheibchen dargestellt, die
aus einer Ansammlung von sehr vielen Molekiilen oder Atomen einer
Bleistiftmine bestehen). Man kann bei den iiblichen MaBstiben die
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Punxte (1,234 / £ (1,234)) und (1,235 / £ (1,235)) sicherlich

nicht unterscheiden. Bei entsprechender VergrsBerung sind andere
Punkte nicht unterscheidbar. Aus dem Bild eines Graphen,das die
Menge aller Paare (x / f(x)) nur sehr mangelhaft wiedergibt, kann
also nicht mit Sicherheit auf die Existenz einer Nullstelle von f

geschlossen werden.

Trotz solcher Verunsicherungen wird vielleicht doch die Existenz
von Wurzeln oder von Nullstellen von Polynomfunktionen fir manche
Schiller unproblematisch sein. Dann kann man die Frage aufwerfen,

ob durch zwei beliebig konstruierte ZahlenmengenA,B die im wesent-
lichen die Eigenschaften einer konvergenten zweiseitigen Néherung
haben, eine Zahl mit unbegrenzter Genauigkeit festgelegt wird. Legen
beispielsweise die Mengen

A
B

i

{111,0111,01001|1,010010001 |1,01001000100001 | ...}
{111,0211,01002|1,010010002]1,01001000100002 ...} eine Zahl

fest? Gibt es eine Zahl z, sodaB a <z <b fir alle ae A und b ¢ B?

Die Frage kann positiv beantwortet werden, wenn man ammimmt (voraus-
setzt), daB es eine Menge gibt- die Menge R der reellen Zahlen -~ die
die folgende Vollstidndigkeitseigenschaft hat:

Es seien A,B Teilmengen von R,wobei

(i) fir alle a € A und fir alle be B die Beziehung a<b gilt und
(ii) zu jeder Zahl ¢ >0 Zahlen a €A und b ¢ B existieren, soda8
b-a<eg ist.

Dann gibt es genau eine Zahl z ¢R, sodaB a<z <b fir alle
a,beR ist.

(Aus dieser Eigenschaft der reellen Zahlen kann das Intervall-
schachtelungsaxiom gefolgert werden).
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ollsténdigkeitseigenschaft ist auch schon durch die Be-
tet (worauf mich V.Losert hingewiesen
go auf folgende einfachere Weise formulieren

Die V
dingung (1) gewdhrlels
hat). Man kann sie al
(man vergleiche etwa 5], rel,l7h:

gind A und B Teilmengen von R, sodaf fir alle a €A und
b B die Beziehung a <b gilt, dann gibt es (mindestens) eine
7ahl z €=, sodaB a<z=<b fur alle ae€A und beB ist.

Daraus kann man folgern:

Falls zu jedem ¢ >0 Zahlen a €A und b e B existieren, sodaB
b-a <e¢ ist, dann gibt es genau eine 7Zahl z mit a<z <D

fiir alle a €A, beB.

Diese Folgerung ergibt sich so: Wirden zwei verschiedene Zahlen
Zy 925 (etwa 2, <22) oxistieren, die zwischen allen Elementen
von A und allen Elementen von B liegen, dann miBte a §z1 <z2 <b

und b-a=2, -2, fiir alle a ¢ A und b ¢ B gelten. Dem widerspricht

aber, dad a ¢ A und b €3 existieren miissen, soda8 b-a <z, = Z4

ist.

Aus der Vollstindigkeitseigenschaft kann nun die Existenz einer
reellen Zahl x, fir die x2 = 2 gilt, hergeleitet werden. Dazu

wihlt man fur jede natiirliche Zahl n jene Dezimalzahlen a und
b mit n Nackkommastellen, fir die a ?=2<b? wd by -8, —3

: n
gilt. Also ist: 10

a’ =1; 2.121,4; a2=1,41; s e

0
b, =23 by = 1,5; by = 1,425 ...

Wir setzen A = !an!neN},B = {bn|neN} . Da zu jedem ¢>0 n so

groB gewdhlt werden kann, daB b_-a =—-1- < ¢ ist, gibt es genau
nn 4,0

S < Wi b o,

£ s A
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eine Zahl x, sodaB a<x<b fiir alle ae€A, beB ist.

Wirsetzen ferner A' !anzineNl, B' = {bnzineN}.
Dann gilt fiir alle a” ¢ A' und alle b2 €B': a2§b2.

Ferner kann zu jedem ¢ >0 die Zahl n so groB8 gewdhlt werden,

daB ein an € A und €n bn € B mit bnz- a 2 <g¢ existieren.

n
[Es gilt nimlich b %~ a ? = (b -a )(b +a ) < L(2+2) = 4, wet1
o | 10 10

an,bnSZ]. Somit gibt es genau eine Zahl, die zwischen allen Ele-
menten von A' und allen Elementen von B' liegt.

2 2 2

2 2 fiir alle a“eA' und

Da sowohl a“ <x” <b

b2 € B' gilt, muB x2

als auch a° <2 <b
= 2 sein.

Auf #hnliche Weise kann allgemein die Existenz von Wurzeln be-
wiesen werden. Aus der Vollstindigkeitseigenschaft kann auch

der Zwischenwertsatz bzw. als Sonderfall der Nullstellensatz
hergeleitet werden: Ist f eine in (a,b] stetige Funktion und

f(a) <0 <f(b) oder f(b) <O<f(a), dann gibt es eine Zahl X ¢ (a,b],
sodaB f(x) =0 ist. - Daraus folgt die Existenz einer Nullstelle
der Funktion f:x - x’ -x-1 im Intervall [1,2].

5. Flicheninhalt und Umfang des Kreises

Es sei K ein Kreis mit dem Radius 1. Sein Flicheninhalt (bzw.
dessen MaBzahl) sei A(K), sein Umfang (bzw. dessen MaBzahl) sei
U(K). Als Niherungswerte fiir diese GroBen dienen die Flichenin-
"halte und Umfinge von um- bzw. eingeschriebenen regelmdBigen
Vielecken.

y,

5

oy AF SN ‘," T SR it {.:y 4 g we s e B o ) N N ~ .
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Um zu zeigen, daB Xreis-
inhalt und Kreisumfang
dadurch mit unbegrenzter
Genauigkeit festgelegt 7
werden, betrachten wir

ein umgeschriebenes
regelmdBiges n-Eck

v, mit der Seitenlénge

Sh ein eingeschrie-
benes regelmiBiges n-Eck
v, ' mit der Seitenlénge
sn' und ein eingeschrie-
benes regelmiBiges 2n-Eck
V2n'. Ferner sei dn der Ab-

gtand zweier paralleler Sei-

MAB...Teildreieck von Vn

ten von V. und V_'. MA'B'...Teildreieck von Vé
n n

Fiir die Flicheninhalte A(Vn) und A(Vzﬁ ) von v, und Véd gilt

dann: - 1 _ 1
A(Vn) =n.- .8 .1= 5 .n .8,
1 1
A(V')=nq—o ! .1=-—n.s'
2n 5 Sn > n

(Vgﬁ ist aus n Deltoiden zusammengesetzt, die zum Deltoid MA'CB'
kongruent sind).

A(Vn) - A(VZE,) = % n (sn - 8y )

Fir snund sn'gilt:
s, ¢ a& =1:(1 - dn)
s ' = 8, ~ sndn

-— ! —3
S, S, Sndn

MA'CB'...Teildeltoid vonvzﬁ

F—
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Daraus folgt:
_ 1 _ 1 .
A(Vn) - A(V2n') = 5 Jn.8 .4, =5 .U(Jn).dn

Dabei ist U(Vn) = n.s, der Umfang von V, . Da U(V4) = 8 und
fir n > 4 ferner U(Vn) < U(V4) = 8 ist,gilt:

A(Vn) - A(VZn') < 4.4

Anschaulich ist klar, da8 der Abstand d beliebig klein gemacht
werden kann, daB also zu jedem ¢ > O die Eckenzahl n s0 Zrol ge-
€

widhlt werden kann, daB dn < i also

A(Vn) - A(Vzn') < ¢

ist. (Am Schlu8 dieses Abschnittes wird gezeigt, daB d, < % a_ ist,
woraus sich auch rechnerisch ergibt, daB 4, < % zu erreichen ist.)

Damit ist gezeigt, daB der Fldcheninhalt A(K) durch die Fléchenin-
halte der um- bzw. eingeschriebenen Vielecke mit unbegrenzter
Genauigkeit festgelegt ist.

Fir die UmfZnge U(Vn) und U(Vn') der um- bzw. eingeschriebenen
n - Ecke gilt:

-—

U(Vn) = .8 = 2 A(Vn) oder w U(Vn) = A(Vn)

- N

U(Vn')z n.s '= 2 A(Vzn') oder 5 U(Vn')= A(V2n')

Daraus erkennt man, daB die Fldcheninhalte der um- bzw. einge-
schriebenen Vielecke (bzw. die MaBzahlen dieser Inhalte) eine
zweiseitige Ndherung fir den halben Kreisumfang (bzw. dessen
MaBzahl) bilden und diesen mit unbegrenzter Gehauigkeit festlegen.
Da bei unbegrenzter zweiseitiger Ndherung nur eine Zahl festgelegt
wird, gilt:

A(K) = 5 U(K) bzw. U(K) = 2 AK)

-

Fiir den Fldcheninhalt A(Kr) eines Kreises mit dem Radius r bilden
die Fldcheninhalte A(Vr) und A(Vr') der umgeschrietenen bzw. ein-
geschriebenen Vielecke eine zwelseitige Niherung. Jedes Solche
Vieleckvr bzw, Vr' geht durch Streckung aus einem Vieleck V
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bzw. V' hervor, das einem Kreis mit dem Radius 1 um- bzw.
eingeschrieben ist. Somit gilt fiir diese Inhalte:
A(V) = v A(V), A(V,") = ® A(V')
Daraus fo%gt)fur alle Vielecke V und V': r2A(V') < A(K.) <r? A(V)
A(K
A(V') = —5— = A(V).
r
Das bedeutet, daB die Flicheninhalte der dem Kreis K mit dem

Radius 1 um- bzw. eingeschriebenen Vielecke eine zweiseitige

A(K )
Niherung fir 2r bilden. Da von dieser Nioherung bereits gezeigt

wurde, daB sierkonvergent ist und A(X) mit beliebiger Genauigkeit
festlegt, gilt:

A(KL)
I = A(K).
r A(K)
Setzt man —s— = A(K) = m, dann gilt:
r
A(Kr) = r°n

Analog kann man zeigen, daB gilt:

U(E,)
r

U(K) = 2A(K)

U(Kr) = rU(K) = 2rm

Bemerkung: Bei den bisherigen Ausfithrungen werden Fldcheninhalt
und Umfang des Kreises als undefinierte Begriffe, die fir die
Schiiler anschaulich klar sind, verwendet. Man kann aber auch

auf Grund der obigen Uberlegungen den Flicheninhalt und den
Unfang des Kreises als Jene Zahlen definieren, die durch die
entsprechenden zweiseitigen Niherungen auf Grund der Vollsténdig-
keitseigenschaft der reellen Zahlen existieren und eindeutig
featgelegt sind.




Nachweis von 4, < ; 4 C
2 S - A —
P;\d” ﬁ//f S
D - /// \ ol .
A<1' A ‘42 - ]ﬂ’eﬁz - / //E'S\ ;1
/ \ N
= t“(1-d. ‘)- = <= \ i
g A > \ .!fn 3

== 2dn"“jn \\\\ \\ :

02 = ROTOEETC = N \
., %\ e
= 2d_~d 2rd 2 - 24 \\\ du‘ bl
n n £ N\
W = MEP-DT00 = 1-g d \ 55T
! = ' 2 “n M dpp= P4
Yegen MD' = 1~d2n folgt daraus:
2 _ 4+ .1
(1~d2n) =1-5dy
1 _ 2 _
5 4y = 2dpp=doy = d2n(2~d2n)

Da d2n<1 , folgt 2-c12n >1,sowie dzn(z-dZn) >d2n’

6. Bemerkungen zur Binfithrung in die Analysis mit zweiseitigen

Naherungen

Die hier dargestellte Einfilhrung in die Analysis mit Hilfe von
zweiseitigen Nidherungen gestattet eine relativ einfache und
rasche Realisierung der in Abschnitt 2 angefilhrten Zielsetzungen
(1) bis (5). So erfolgt dabei eine Einfihrung in Grenzprozesse
und die Schiiler lernen eine einfache Prdzisierung des Begriffes
"unbegrenzt genau" kennen. Ferner kann die Vollstindigkelt wvon R
charakterigiert werden. SchlieBlich ist es méglich, die Voll-
stindigkeitseigenschaft und den Begriff der unbegrenzten Genauig-

kelt zu Begrindungen anzuwenden und S0 damit zu arbeiten.




Als ein Vorteil dieses Vorgehens kann angesehen werden, dag
von motivierenden Problemen ausgegangen werden kann, die An-
laB geben fiir theoretische Uberlegungen (unbegrenzte Genauig-
keit, Vollstdndigkeit), die unmittelbar bei der Behandlung
dieser Probleme angewendet werden konnen. Will man hingegen
diese Probleme mit Hilfe eines definierten Grenzwertbegriffes
behandeln, so erfolgen die Hinfilhrung zu einer Grenzwertdefi-
nition und deren Erliuterung iblicherweise -vermutlich auch
notwendigerweise~ an Beispielen, die mit dem Problem nicht im
Zusammenhang stehen.

Um nachzuweisen oder zu erliutern, daB8 eine Zahl Grenzwert einer
Zahlenfolge ist, muB diese Zahl bereits bekannt sein. Das
Problem der Genauigkeit der Berechnung des Grenzwertes stellt
gich daher nicht. Ist jedoch bei einer konvergenten Folge,die
gich einem Grenzwert nur einseitig ndhert, weil sie beispiels-
weise monoton ist, der Grenzwert nicht bekannt, so kann die
Genauigkeit mit der dieser Grenzwert durch einzelne Glieder der
Folge approximiert wird, nicht angegeben werden. Dazu ist ein
zweiseitiges Ndherungsverfahren notwendig. Die Betrachtungen
iiber die Genauigkeit einer Approximation kdnnen auch als ein
Beitrag zur numerigchen Mathematik gewertet Wwerden.

Mit diesen Ausfiihrungen s30ll nicht gegen die Behandlung von
7ahlenfolgen im Unterricht argumentiert werden. Die geschilderte
Behandlung von zweiseitigen Niherungen kann sogar zum AnlaB
genommen werden, um Zahlenfolgen zu betrachten und damit Grenz-
prozesse nochmals zu illustrieren. Eine ausfiihrliche Behandlung,
wie sie derzeit lblich ist, und insbesondere e¢ins prdzise Defini-
tion des Grenzwertbegriffes scheinen jedoch entbeshrlich zu gein.
(Nicht verzichtet werden gollte jedoch auf die Beschreibung von
Wachstumsvorgingen durch geometrische Folgen, doch ist dieses
Thema nicht unbedingt der Analysis zuzuordnen) .

S 7, R 8 AR
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Der Begriff der Zahlenfolge kann selbstverstidndlich auch beil

der geschilderten zweiseitigen Ndherung verwendet werden. So
kxonnen beispielsweise die Mengen A und B der unteren bzw. oberen
Ndherungswerte aus den Gliedern von Zahlenfolgen bestehen (z.B.
aus den Enden einer Intervallschachtelung), also "Folgen von
7ahlen" sein. Dieser Begriff kann aber hier undefiniert ver-
wendet werden. Eine Definition einer Zahlenfolge als Funktion
iiber N oder eine weitergehende Thematisierung dieses Begriffes
ist in diesem Zusammenhang nicht nur Uberflissig, sondern wirde
gogar vom eigentlichen Ziel ablenken. Eine Festlegung der
Mengen A und B als Zahlenfolgen ist entbehrlich, da die durch
die natiirlichen Zahlen festgelegte Ordnung der Glieder dieser
Folge, also der Elemente der Mengen, bei den Betrachtungen un-
erheblich ist. Man macht zumeist nur Aussagen lber alle Elemente
von A und B oder greift einzelne heraus, die Numerierung"
gpielt keine Rolle.

Hervorgehoben soll noch werden, daB die Mengen, die eine zwei-
geitige Niherung festlegen, auch nichtabzidhlbare Mengen gein
konnen. So kann fir den Kreisinhalt als Menge A der unteren
Niherungswerte die Menge aller eingeschriebenen Vielecke (und
nicht nur der regelmiBigen Vielecke) verwendet werden.

Bei der Einfilhrung in die Integralrechnung kann die Menge A die
Menge aller Untersummen einer'Funktion f in einem Intervall [a,b]
und die Menge B kann die Menge aller Obersummén von f gein.

Damit ist eine einfache Fundierung des Integrals durch zweiseitige
Ndherungen mdglich:

Gibt es zu jedem € >0 eine Untersumme a ¢ A und eine Obersumme
beB, sodaB b~a<e ist, dann heiBt f im Riemannschen S3inne
integrierbar und die durch A und B eindeutig festgelegte Zahl
neift das Integral von f in [a,b].

AbschlieBend sei noch feastgestellt, dad die wesentlichen Uber-

legungen fir zweiseitige Niherungen in vereinfachter Darstellung




- 26 -

auch als Grundlage der Einfithrung der Wurzeln und somit der
Irrationalzahlensowie der Kreisberechnung in der 7. Schulstufe
(3, Klasse) dienen konnen.
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